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1. UVOD

U danasnje vrijeme situacija na trzistu, €ija je glavna odlika povec¢ana konkurentnost,
zahtijeva od svih grana djelatnosti spremnost na brzu prilagodbu i optimizaciju
proizvodnih procesa. To znaci da poslovne organizacije moraju pronaci nacin da na
maksimalan nacin iskoriste ograni€ene resurse i pritom ostvare postavljeni cilj, bilo da
se radi o povecanju profita, boljem pozicioniranju na trzistu, vecoj konkurentnosti i

sliéno.

U tome veliku ulogu moze odigrati linearno programiranje koje predstavlja skup
postupaka i metoda kojima se u skupu mogucih rieSenja pronalazi ono optimalno. Zbog
toga linearno programiranje ima vrlo Siroku upotrebu u svim granama djelatnosti jer se
njime u gotovo svim poljima moze pronaci najbolie moguce rjeSenje odredenog
problema. Primjerice, metodama linearnog programiranja moze se utvrditi optimalan
raspored radne snage i radnih strojeva u proizvodnji, mogu se odrediti minimalni
troSkovi ili maksimalan profit organizacije, moZe se organizirati prijevoz na
najucinkovitiji nacin i dr. Brojne su, dakle, moguénosti koje linearno programiranje
pruza i one se sve vide koriste upravo s ciliem optimizacije poslovnih i proizvodnih

procesa.

Kako bi postupci i metode linearnog programiranja bili §to jasniji, u prvom su dijelu
zavr$nog rada obradeni osnovni pojmovi linearnog programiranja, njegov povijesni
razvoj i opcenita primjena. Potom je naglasak stavljen na dvije najcesScée
upotrebljavane metode linearnog programiranja — simpleks metodu i grafiCku metodu
rieSavanja problema koja je potkrijepliena primjerima iz podrucja prehrane, proizvodnije
i transporta.



2. OSNOVNI POJMOVI LINEARNOG PROGRAMIRANJA

2.1. Sustavi linearnih nejednadzbi s dvije varijable

Da bi lakSe prikazao nacin na koiji se rjeSava problem linearnog programiranja najprije
¢u se malo dotaknuti sustava linearnih nejednadzbi s dvije varijable. Najprikladniji
nacin za rjeSavanje takvog sustava linearnih nejednadzbi je prikazivanje rjeSenja

sustava pomocu grafa sustava.

Uzmimo za primjer jednu linearnu jednadzbu prvog reda y —x = —2. Crtanje grafa
ove jednadzbe je vrlo jednostavno, i izvodimo ga na nacin da najprije za prvu toc¢ku
uzmemo vrijednost y = 0 i dobijemo da je x = 2, a u drugom slu¢aju uzmemo da je
x = 0 iz Cega slijedi da je y = —2. Sada imamo dvije tocke (2,0) i (0,-2), kroz te dvije
toCke povucemo pravac i imamo rijeSenje nase linearne jednadzbe. Crtanje rieSenja
linearnih nejednadzbi je vrlo sli¢no, gdje umjesto znaka (=) imamo znakove (<,2,<,>),

a ovisno o tim znakovima imamo i podrucje rjeSenja linearne nejednadzbe.

Najprije treba definirati neke podskupove ravnine na kojoj je zadan pravokutni
koordinatni sustav. ,Pravac dijeli ravninu u dvije polovice, zvane poluravnine. Uspravni
pravac ravninu dijeli u lijevu poluravninu i desnu poluravninu; kosi pravac ravninu dijeli
u gornju poluravninu i donju poluravninu“ (Barnett, Byleen i Ziegler,2006,str.266) kako
je prikazano na slici 1.

Slika 1 Prikaz poluravnina

Lijeva Desna Gornja
poluravnina poluravnina poluravnina

Donja
poluravnina

(A) (B)

Izvor: Barnett, Byleen, Ziegler: Primijenjena matematika za poslovanje. ekonomiju, znanost o zivom

svijetu i humanisticke znanosti,2006
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Sad kada imamo definirane poluravnine mozemo prikazati $to se dogada s naSom
jednadZzbom y — x = —2. Za svaku vrijednost x postoji to¢no jedna vrijednost y takva
da uredeni par realnih brojeva (x,y) lezi na pripadajucoj liniji. Na primjer ako uzmemo
vrijednost za x = 4, dobivamo da je y = 2. 1z toga se moze zakljuciti da ¢e za isti X i
manje vrijednosti od y, uredeni par (x,y) lezati ispod linije jer je y<x — 2, odnosno donja
poluravnina odgovara rjeSenjima nejednadzbe y<x —2. Sli¢no tome, gornja

poluravnina odgovara rjeSenjima nejednadzbe y>x — 2, kao $§to je prikazano na slici 2.

y

(4,y) y > 4 — 2: totka u gornjoj poluravnini

Slika 2 RjeSenja nejednadzbi

|
|
]
|
|

————+—> X
4
(4,y) y <4 — 2: tocka u donjoj poluravnini

1%

Izvor: Barnett, Byleen, Ziegler: Primijenjena matematika za poslovanje. ekonomiju, znanost o Zivom
svijetu i humanisticke znanosti,2006
Sada mozZemo u nasoj jednadzbi y = x — 2 znak jednakosti zamijeniti znakovima >, 2,

< i< s ¢ime dobijemo Cetiri nejednadzbe:
y>x — 2 y=x—2 y<x — 2 y<x-—2

Graf svake od tih nejednadzbi je poluravnina gdje je grani¢na linija u sluaju znakova
< i > isklju€ena iz podrucja rjeSenja nejednadzbe, a u slu€aju znakova < i = ona je
sastavni dio podrucja rieSenja nejednadzbe. Podrudja rjeSenja tih nejednadzbi su
prikazana na slici 3 kao osjen¢ana podrucja, puna linija prikazuje grani¢nu liniju kao
rieSenje nejednadzbe, a crtkana linija prikazuje grani¢nu liniju koja ne ulazi u podrucje
rjeSenja linearne nejednadzbe.



I\

Slika 3 Prikaz rjeSenja nejednadzbi u slu€aju znakova >, 2, <

Izvor: Barnett, Byleen, Ziegler: Primijenjena matematika za poslovanje. ekonomiju, znanost o zivom
svijetu i humanisticke znanosti,2006

Sada kad smo prikazali na koji se nacin graficki prikazuje podrucje rieSenje linearnih
nejednadzbi, ostaje jo§ za prikazati kako se graficki prikazuje podrucje rieSenja

sustava linearnih nejednadzbi. Razmotrit éemo sustav dvije linearne nejednadzbe:
x+y=6
2x—y =0

Grafickim rjeSavanjem ovog sustava za cilj imamo nacrtati graf svih uredenih parova
realnih brojeva (x,y) koji istodobno zadovoljavaju obje linearne nejednadzbe danog
sustava. Takav graf zovemo podrucje riesSenja sustava. Da bismo odredili podrucje
rieSenja sustava najprije moramo nacrtati za svaku nejednadzbu njeno podrucje
rieSenja na nacin na koji je to do sada rjeSavano. Konacno rjeSenje sustava je presjek
grafova svake od zadanih nejednadzbi, §to je i prikazano na slici 4(Barnett i sur.,2006).



Slika 4 Podrucje rjeSenja sustava nejednadzbi

x+y=6
2c—y=0 ;

Izvor: Barnett, Byleen, Ziegler: Primijenjena matematika za poslovanje. ekonomiju, znanost o zivom

svijetu i humanisticke znanosti,2006

2.2 Linearno programiranje

2.2.1 Primjena linearnog programiranja

Linearno programiranje su postupci i skup metoda koje se upotrebljavaju za rieSavanje
razli€itin teoretskih i prakti¢nih problema u razli€itim podrucjima, kao npr.:ekonomija —
odredivanje maksimalnog profita ili minimiziranja troskova proizvodnje, za u&inkovito
organiziranje rada slaganjem rasporeda,u nutricionizmu za slaganje pravilne prehrane
i dijeta, nadalje u transportu Sto je najvise koristeno u vojne svrhe kod opskrbljivanja
vojnika na bojistima, odnosno ono nam sluzi za odredivanje najboljeg rijeSenja iz skupa
mogucih rjeSenja.

Sam naziv linearno programiranje sugerira o ¢emu se opcenito radi. ,Linearno® se
odnosi na primjenu sustava linearnih jednadzbi i nejednadzbi prilikom rjeSavanja
pojedinih problema,a ,programiranje” ukazuje na to da se radi o koriStenju odredenog
programa i njegovom postupnom prilagodavanju dok se ne dobije najbolje rieSenje. Iz
gore navedenog, linearno programiranje bi se moglo okarakterizirati kao postupci i
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metode kojima se trazi optimalno rjeSenje u programu povezanih medusobno zavisnih
faktora, posredstvom linearne algebre, odnosno, ono nam sluzi za rjeSavanje svih
programa koji su postavljeni na nacin da se mogu rijesSiti odredenim metodama
primjenom linearne algebre, i zato upotreba ove metode nije ograni¢ena za odredeno

podrucdje, vec¢ je pogodna za koristenje u gotovo svim podrucjima ljudske djelatnosti.

Bit linearnog programiranja je u ¢injenici da ono primjenjuje odredene modele i
algoritme koji po€ivaju na matematic¢kim pravilima, a sve to s ciliem da se maksimizira
ili minimizira odredena linearna funkcija te na taj nacin, u skupu mogucih rjeSenja,
to€no utvrdi optimalno rieSenje. Optimalno rjeSenje kod linearnog programiranja je ono
najbolije u skupu svih mogucih rjeSenja, Sto u matematickom smislu oznaCava
maksimum ili minimum zadane funkcije, dok npr. u ekonomiji tu optimalnost moze
predstavljati maksimalni dohodak, najbolji raspored strojeva unutar nekog pogona,
raspored radne snage, minimalni troSkovi u proizvodniji, najveca brzina... Ovdje je bitno
istaknuti da se izraunato optimalno rjeSenje moze uzeti kao jedino to¢no jer pociva
na primjeni matematickih pravila ¢ime se isklju€uje svaka proizvoljnost, subjektivnost i
netoCnost. Zato se metode linearnog programiranja mogu smatrati ,univerzalnim u
pogledu primjene, to¢nim u pogledu rezultata, objektivnim u pogledu Kkriterija,
preciznim u pogledu rada i nenadoknadivim pri rjeSavanju Citavog niza vrlo slozZenih i

vaznih problema.“(Kamenecki, 1962, str.673)

2.2.2 Razvoj kroz povijest

Kao Sto je vec¢ re€eno, problem linearnog programiranja se svodi na traZenje
maksimuma ili minimuma linearne funkcije na skupu koji je definiran linearnim
jednadzbama i nejednadzbama koje predstavljaju linearna ograni¢enja. Takav skup

koji je definiran linearnim ograni¢enjima nazivamo poliedarski skup.

Kroz povijest, ve¢ su stari Egipcani (2050. — 1800. g.pr.n.e.) znali mjeriti volumene
nekih poliedara kao $to su krnje piramide. Nadalje, starogréki matematicari i filozofi
Euklid, Arhimed, Pitagora i Platon bavili su se prou€avanjem dvodimenzionalnih i
trodimenzionalnih poliedara (5. — 2. st.pr.n.e.). U 17. stoljecu Rene Descartes,
francuski filozof, matematicar, fizicar te utemeljitelj analiticke geometrije, bavi se

poliedrima, te pokazuje da u slu¢aju konveksnog poliedra vrijedi formulav —b +s = 2
6



pri Eemu je v - broj vrhova poliedra, b - broj bridova, a s - broj strana datog poliedra.

Francuski matematicar i fiziCar, Jean Baptiste Joseph Fourier, jedan je od prvih koji je
uvidio vaznost linearnih nejednadzbi u primjenjenoj matematici, pri ¢emu napominje
kako postoji povezanost izmedu poliedara, linearnih nejednadzbi i linearnog
programiranja, a to su nakon njega ponovno uocili i matematicari 20. stolje¢a kada
linearno programiranje dobiva pravi zamah. 30-ih godina 20-og stolje¢a linearnim
programiranjem se bavi Leonid Vitaliyevich Kantorovich, sovjetski matematicar i
ekonomist, koji se sluzi tom metodom za rjeSavanje problema planiranja proizvodnje.
Naime, u to doba, sovjetska ekonomija se razlikovala od ekonomije zapadnih zemalja
po svojim ciljevima, gdje cilj sovjetskih vlasti nije bio profit, ve¢ ispunjenje zacrtanih
cilieva proizvodnje, a on je to potpomogao razvojem tehnika za optimalnu raspodjelu
resursa. Za vrijeme Drugog svjetskog rata linearnim programiranjem se bavi George
Bernard Dantzig (slika 5), americki matematicki znanstvenik. On je za cilj imao
planiranje rashoda i prinosa Sto bi dovelo do smanjenja troSskova za vojsku i
optimiziranje transporta vojske i opreme. On je u svojim istrazivanjima razvio ,simpleks
metodu®, odnosno algoritam kojim se jednostavno dolazi do rjeSenja problema
linearnog programiranja, a ta metoda se i danas smatra jednom od najboljih metoda
linearnog programiranja. Ovdje jo$ valja istaknuti i Tjalling Charles Koopmansa,
nizozemskom matemati¢ara i ekonomista, koji je bio, sa Leonidom Kantorovichem,
zajednicki dobitnik Nobelove nagrade za ekonomske znanosti za rad na teoriji
optimalne raspodjele resursa, kojim je pokazao da je na temelju odredenih kriterija
ucinkovitosti moguce ostvariti vazne dobitke koji se odnose na sustave optimalnih
cijena.

Slika 5: George B. Dantzig, matematicki znanstvenik

L
s

Izvor:<https://www.northernstar-online.com/student-solves-unsolvable-problems/>,
30.08.2020




2.2.3 Opéi slu¢aj problema linearnog programiranja

U opcenitom slu€aju problem linearnog programiranja moze se definirati na sljedeci
nacin:
(1) Max(Min){f (xq, x5, ..., X, |X € S}

Dakle, radi se o odredivanju maksimuma (ili minimuma) neke funkcije od n varijabli

f(x1, %3, ..., X)), 9dje je X vektor iz prostora R™ kojemu su te varijable komponente, ij.

X1
X2
X=|.

Xn

Pri tome je f funkcija cilja ili kriterija, a vektor X pripada nekom skupu S. Skup S
definiran je ogranienjima zadanog problema i opcenito je S € R". Skup S naziva se
skup mogucih rjesenja. Ukoliko je S = R™, radi se o optimizaciji bez ogranic¢enja, tj.

vektor X moZze biti bilo koji vektro iz prostora R™.

Ukoliko je f (x4, x5, ..., x,,) linearna funkcija od n varijabli (dakle, u njoj su sve varijable
na prvu potenciju i nema umnozaka varijabli), a ograni¢enja koja definiraju skup S su

takoder linearna, tada je problem (1) problem linearnog programiranja.

Problem linearnog programiranja opcenito moze biti ili problem maksimuma ili problem
minimuma. Krenimo od tzv. standardnog problema maksimuma linearnog
programiranja. To je problem u kojem su sva ograni¢enja (osim uvjeta nenegativnosti)

tipa ,<“, odnosno, u op¢enitom slu¢aju sa n varijabli on je oblika:

(2) Max Y- ¢jx;
(3) Yiiaix <b,i=12,..,m
(4) x>0,j=12..,n

Dakle standardni problem maksimuma linearnog programiranja ima n varijabli i m

ogranic¢enja, koja su sva tipa ,<".
Problem (2) — (4) zgodno je prikazati i u matricnom obliku:
(2 Max CTX

(3" AX <B



(4) X>0

Xq Cq a1 Az . QAqp by
. X2 C2 az1 Q22 .. Q2 b
ngeJeX: . :C: H :A: . : . !B: -2 ;
Xn Cn Am1i Amz - OAmn b,

Pri tome je X vektor varijabli tipa (n, 1), C vektor koeficijenata uz varijable u funkciji
cilja tipa (n, 1), A matrica sustava ogranienja tipa (m, n) i B vektor desne strane

ogranicenja tipa (m, 1).

Definicija 1: Problem linearnog programiranja je moguc ako postoji barem jedan vektor
X koji zadovoljava uvjete (3) i (4). Takav se vektor zove moguci vektor ili moguce
rjesenje danog problema linearnog programiranja. Skup takvih vektora, tj. skup

(5) S ={X € R"/AX < B,X > 0}

naziva se skup mogucih rjesenja danog problema linearnog programiranja. Skup S je
oCito konveksan kao presjek konacnog broja konveksnih skupova (poluravnina,
poluprostora).

Definicija 2: Moguci vektor je optimalan ako maksimizira linearnu funkciju (2) tj. X* je

optimalan (optimalno rjeSenje problema LP), ako vrijedi:
(6) CTx* =N8CTx

Svakom problemu maksimuma pridruzen je i odredeni problem minimuma koji se zove
dual originalnog problema. Ukoliko je pocetni problem bio problem minumuma, tad je
njegov dual odgovaraju¢i problem maksimuma. Dual standardnog problema

maksimuma je standardni problem minumuma i on se javlja u sljede¢em obliku:

(7) Min X2, yib;
(8) Yz yiaij = ¢, j=12,..,n
() y;20,i=12,..,m

ili u matricnom obliku:

(7" MinY'B
(8" YTA>CT
(9" Y >0



pri Eemu relacija (8') moze doéi i u transporiranom obliku, tj.
(8") ATY = C.

U dualu se javlja samo jedan novi vektor, i to je vektor varijabli Y, tipa (m, 1). Dakle,
original ima m ograni€enja i n varijabli, dok u dualu imamo n ograni¢enja i m varijabli,

odnosno u originalu je vektor varijabli X € R™,a u dualu Y € R™.

Standardni problem minimuma, pored toga, ima sva ogranienja tipa "2". Dual dualnog
problema je ponovno originalni problem, tako da je sasvim svejedno koiji je problem
original, a koji dual (Babic,2010, str.70-73).
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3. METODE RJESAVANJA PROBLEMA LINEARNOG
PROGRAMIRANJA

Za rjeSavanje problema lineranog programiranja postoji mnogo metoda koje se
primjenjuju u ovisnosti o problemu koji je zadan, odnosno uvijek se uzima metoda
koja je u datom trenutku najkorisnija. U ovom radu bit ¢e ukratko objasnjena simpleks
metoda, za koju se kaze da je danas jedna od najboljih metoda za rjeSavanije
problema linearnog programiranja, jer je s njom moguce rjeSiti gotovo sve probleme,
te geometrijsko rije$avanje problema linearnog programiranja koje ¢e biti detaljno

objadnjeno na prakti¢nim primjerima problema prehrane, proizvodnje i transporta..

3.1 Simpleks metoda

Simpleks metoda je jedna od najpoznatijih metoda kojom se rjeSava problem
linearnog programiranja. Autor simpleks metode je George B. Dantzig, koji veliki dio
zasluga za temeljne ideje pripisuje J. von Neumannu. Prve ideje je razvio ve¢ 1947.
godine, dok je osnovni rad o toj metodi objavio tek 1951. godine. Naziv simpleks
potjece iz Cinjenice $to je jedan od prvih primjera rijeSen na jedini€nom trokutu, koji je
konveksna povrsina skupa od tri to¢ke iz prostora R?, $to predstavlja
dvodimenzionalni simpleks (Babi¢,2010).

Metoda je jednostavna za upotrebu na racunalima i lako se koristi u rieSavanju
prakti¢nih problema koji koriste stotine ili tisu¢e varijabli i programskih ograni¢enja.
Simpleks metoda je konacna, iterativna i opc¢a metoda za rjeSavanje problema
linearnog programiranja. Konac¢na je jer rijeSava problem linearnog programiranja u
konaénom broju koraka, tj. iteracija. Iterativnost se ocituje u tome $to provodi niz
iteracija (koraka), po€evsi od nekog baziénog moguceg rjeSenja pa sve do nekog
optimalnog rjeSenja, ako takvo rjeSenje postoji. Rijec je i 0 opéoj metodi jer rijeSava
svaki problem linearnog programiranja ili zaklju€uje da problem nema moguce
rieSenje, odnosno da ima neograni¢enu funkciju cilja na skup mogucih rjeSenja.

(<https://sites.google.com/site/linearnoprogramiranje/teorija-linearnog-

programiranja/metode-rjesavanja-lp/simpleks-metoda>, 5.9.2020.)
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S obzirom da je simpleks metoda iterativna, moZzemo reci da se algoritam simpleks

metode sastoji od 4 koraka:
1) konstruira se neko inicijalno (pocetno) rieSenje
2) primjenjuje se test da se odredi je i to rjeSenje optimalno

3) u slucaju da rjesenje ipak nije optimalno, metodom se daje uputa kako dalje i¢i do

boljeg rieSenja

4) nakon kona¢no mnogo koraka dolazi se do optimalnog rie$enja ili se utvrduje da

takvo rjeSenje ne postoiji.

Ta metoda predstavlja neku vrstu kompromisa izmedu dvije krajnosti, a to su potreba
da se optimalno rieSenje nade u jednom koraku i potreba da se ispitaju sva bazi¢na
rieSenja da bismo bili sigurni da je ono optimalno rje$enje koje je nadeno zaista
optimalno. Algebarska procedura koja se koristi u simpleks metodi zahtjeva da se
problemska ograni¢enja piSu u kanonskom obliku, odnosno da se umjesto
nejednadzbi koriste jednadzbe.

Primjer: Proizvodac¢ Satora za planinsko logorovanije proizvodi i prodaje dva modela
Satora, standardni model i model za potrebe ekspedicije. Proizvodnja standardnog
modela zahtjeva 1 radni sat u odjelu za krojenje i 3 radna sata u odjelu za sklapanje.
Svaki Sator za potrebe ekspedicije zahtjeva 2 radna sata u odjelu za krojenje i 4
radna sata u odjelu za sklapanje. Maksimalni broj dnevno raspolozivih radnih sati
odjela za krojenje iznosi 32 sata, a odjela za sklapanje 84 sata. Ako tvrtka po svakom
prodanom primjerku Satora standardnog modela ima profit od 50$, a po svakom
prodanom primjerku Satora modela za ekspediciju 80%, koliko Satora svakog modela

dnevno treba proizvesti da bi se maksimizirao ukupni dnevni profit?

Kod postavljanja zadatka najprije postavljamo funkciju cilja, a to je maksimiziranje
dnevnog profita, a ona glasi:

P = 50x; + 80x, funkcija cilja

a potom zapisujemo i ograni¢enja koja u ovom slu€aju glase:

X1+ 2x, < 32 ogranic¢enje odjela krojenja
3x; +4x, < 84 ogranic¢enje odjela sklapanja
X1,%2 =0 nenegativno ogranicenje,
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pritom varijable odluke x;, x, predstavljaju broj dnevno proizvedenih Satora.

Kao §to je veé reCeno, linearne nejednadzbe moramo pretvoriti u linearne jednadzbe,
a to radimo koriste¢i se mehanizmom poravnavajucih varijabli. To radimo na nacin da

zadanim nejednadzbama

Xy + 2x, <32

3x; + 4x, < 84

sa lijeve strane nejednadzbi dodajemo varijable s;i s, i dobivamo
X1+ 2x, + 59 =32

3xq + 4x, + s, = 84

Varijable s,i s, nazivamo poravnavajuce varijable zato $to poravnavaju razliku
izmedu lijeve i desne strane odgovarajuce jednadzbe u sustavu. Sustav ima
beskonacno mnogo rieSenja. Graficki ga rjieSavamo na nacin kako je to vec¢ opisano

na pocetku rada, a rezultat je prikazan na slici 6.

Slika 6 Graficko rjeSenje sustava dviju nejednadzbi

X2

A(0, 16)

0(0,0)

C(28,0) 30

Izvor: Barnett, Byleen, Ziegler: Primijenjena matematika za poslovanje. ekonomiju, znanost o Zivom
svijetu i humanisticke znanosti,2006

Izviesna rjeSenja sustava, koja zovemo bazi¢na rieSenja, povezana su s to¢kama
presjeka granicnih linija dopustenog podrudja (slika 6). Nacgin na koji ¢emo odrediti
bazi¢na rjeSenja sustava je sljededi: s obzirom da sustav ima Cetiri varijable i samo
dvije jednadzbe, varijable rasporedujemo u dvije grupe koje nazivamo bazi¢ne
varijable i nebazi¢ne varijable.Bazi¢ne varijable biramo proizvoljno, ali moramo voditi

racuna o tome da ih mora biti onoliko koliko ima jednadzbi u sustavu, dok su
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preostale varijable nebazi¢ne. Bazi¢no rjeSenje sustava dobivamo na nadin da za
dvije nebazi¢ne varijable uzmemo vrijednost 0, te se sustav rijesi po bazi¢nim
varijablama. npr. uzmimo da su s;i s, bazi¢ne varijable, a x;, x, nebazi¢ne varijable.

Za nas$ sustav

X1+ 2x, + 59 =32
3%y +4x, + s, =84
tada vrijedi
04+2-0+s, =32
3-0+4 -0+ s, =84

iz Cega slijedi da je bazi¢no rjeSenje x; = 0, x, = 0, s; = 32, s, = 84. Na isti nacin
mozZemo uzimati i sve ostale kombinacije bazi¢nih i nebazi¢nih varijabli, a rezultati su

prikazani u tablici 1.

Tablica 1 Dopustena i nedopustena bazi¢na rieSenja

BAZICNA RIESENJA TOCKA PRESJEK DOPUSTENO
x1 x2 s1 s2 PRESJEKA GRANICNIH LINIJA
0 0 32 84 o0@©0 | 7 Da
x, =0
=0
0 16 0 20 A(0,16) | *t Da
X1 + 2x2 = 32
0 21 -10 0 b(o21) | ¥1=0 Ne
3x, +4x, = 84
X2 = 0
32 0 0 -12 E(B320) | 7450 — 39 Ne
1 2 —
xz = 0
28 0 4 0 C (28,0) 3x, + 4x, — 84 Da
x1 + 2x2 = 32
20 6 0 0 B (20,6) 3x, + 4x, — 84 Da

Izvor: Barnett, Byleen, Ziegler: Primijenjena matematika za poslovanje. ekonomiju, znanost o zivom
svijetu i humanisti¢ke znanosti,2006

Iz tablice je vidljivo da rieSenja koja nisu dopustena sadrze barem jednu negativnu
vrijednost, dok dopustena bazi¢na rjeSenja ne uklju€uju negativne vrijednosti. 1z toga
slijedi da mozemo utvrditi da li je bazi€¢no rjeSenje dopusteno ili nije, uvidom u

predznake svih varijabli u rjeSenju (Barnett i sur.,2006).
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Nakon §to su pronadena sva dopustena bazi¢na rieSenja, izmedu njih treba odrediti
optimalno, ako ono postoji. Tu sad do izrazaja dolazi iterativnost simpleks metode.
Ona koristi operacije na matricama i njihovim retcima, te se automatski kre¢e od
jednog dopustenog bazi¢nog rjeSenja do drugog, odnosno provjerava svako to
rieSenje, i na taj nacin dolazi sve blize optimalnom rjeSenju dok ga na kraju i ne
dostigne, naravno ako takvo rjeSenje postoji. Kada algoritam na kraju pronade takvo
rieSenje proces se zaustavlja i tada slijedi o€itavanje optimalnih vrijednosti varijabli i
funkcije cilja orginalnog problema i njegovog duala, a kona¢no dobiveno optimalno
rieSenje na kraju treba i tumagiti.(Brajdi¢, 2006) Dobro svojstvo simpleks metode je
8to ona na ovaj nacin, i u slu€aju zahtjevnih problema linearnog programiranja, dolazi
do optimalnog rjeSenja testirajuci relativno mali broj dopustenih bazi¢nih rje$enja,

Cesto iz velikog mnostva takvih rieSenja.

Na slici 7 shematski je prikazano izvodenje algoritma simpleks metode.

Slika 7 Shematski prikaz algoritma simpleks metode

Korak 1:
Standardni problem maksimizacije
mapisite u standardnoj formi, uvedite]
poravnavajuce varijable, oformite
inicijalni sustav jednadZbi i
napisite inicijalnu tablicu.

|

Korak 2:
Postoji li u najdonjem
retku ikoji negativni
indikator?

STOP
Optimalno rjeenje
je pronadeno.

Korak 3:
Izaberite vodeci stupac.

I

Korak 4:
Postoji li u vodeéem
stupcu, iznad crtkane
linije, ikoji pozitivni
element?

STOP
Problem linearnog
programiranja nema rjefenje.

Korak 5:
Izaberite vodeci element i
provedite pripadajucu
operaciju.

Izvor: Barnett, Byleen, Ziegler: Primijenjena matematika za poslovanje. ekonomiju, znanost o zivom

svijetu i humanisti¢ke znanosti,2006
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3.2 Graficka metoda rjeSavanja problema linearnog programiranja

Svi problemi linearnog programiranja mogu se postaviti na nac¢in da se mogu rijeSiti
elementarnom ili grafickom metodom, pri ¢emu je jedini uvjet da bi to bilo moguce, da
problem ima samo dvije varijable, odnosno nepoznanice. Opcenito, kada se radi o
problemima linearnog programiranja koji se rjeSavaju grafickom metodom, zadatak se

postavlja na nacin da se prolazi kroz ove faze:
1) formulacija (postavljanje) zadatka

2) tabli¢ni prikaz zadatka

3) matemati¢ki model problema

4) rjeSavanje modela grafickom metodom

5) tumacenje dobivenog rjeSenja

Ova metoda, kao i sve druge metode ima svoje prednosti i nedostatke. Dobra strana
graficke metode je vizualizacija, kojom se mogu vizualizirati neke apstrakine znacajke
teorije linearnog programiranja, ¢ime se pojednostavnjuje shvacanje i rjeSavanje
problema. Prilikom postavljanja matematickog modela moZze se jednostavno prikazati
postupak modeliranja, rjieSavanje problema, kao i obrazlozenje konaénog rjeSenja.
Ova metoda takoder je pogodna i za objSnjavanje studentima i menadzerima da bi se
lakSe shvatilo rjeSavanje problema linearnog programiranja. Nedostatci ove metode su
ti Sto se graficka metoda moze primjeniti samo kod problema koji imaju najviSe dvije
varijable, a i bilo koji problem linearnog programiranja, pa tako i problem koji ima samo
dvije varijable, najéesSce se moze puno efikasnije rijesiti i sa bilo kojom drugom opéom
metodom (Brajdi¢,2006).

3.2.1 Primjena graficke metode za rjeSavanje problema prehrane

Kada su u pitanju modeli prehrane, najc¢eséi je problem koliko pojedinih sastojaka
necega upotrijebiti da bi se proslo najjeftinije, ili da se uz $to manju cijenu dobije najbolji

sastav necega. Na primjeru ¢e biti prikazano na koji nacin se to moze napraviti.
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Primjer: Dva prehrambena artikla koja su oznacena slovima A i B mogu se kupiti na

trzidtu. Ti artikli sadrZe tri sastojka vazna za ishranu ljudi i to:

-jedna jedinica artikla A sadrzi 1 jedinicu ugljikohidrata, 3 jedinice vitamina i 3 jedinice

proteina

-jedna jedinica artikla B sadrzi 3 jedinice ugljikohidrata, 4 jedinice vitamina i 1 jedinicu

proteina.

Jedinica artikla A na trzistu kosta 50 kuna, a jedinica artikla B kosta 25 kuna.
Nabavkom odredene koli¢ine artikala A i B traZimo da u dnevnom obroku bude

sadrzano najmanje 8 jedinica ugljikohidrata, 19 jedinica vitamina i 7 jedinica proteina.

Najprije treba vidjeti na koji nacin postaviti problem zadatka, a to je u ovom sluc€aju
koli¢ina prehrambenih artikala A i B koje bi trebalo kupiti, a da troSkovi nabavke budu
najmaniji, pri Eemu treba voditi racuna o zahtjevu za minimalnom koli¢inom potrebnih

sastojaka.

Zadane i trazene vrijednosti najbolje je prikazati u tablici (tablica 2) radi lakSeg
snalazenja, Sto ¢e omoguciti jednostavnije sastavljanje odgovaraju¢eg matematickog

modela.

Tablica 2 Popis zadanih i trazenih vrijednosti problema prehrane

Minimalne koli¢ine
NSL'JA\TSF.{I!S‘Yé\:l Artikl A | Artikl B| sastojaka u dnevnom
obroku
ugljikohidrati 1 3 8
vitamini 3 4 19
proteini 3 1 7
jedini¢na cijena 50 25
nepoznata koli¢ina
artikla u obroku *1 2

Izvor: Brajdi¢: Matemati¢ki modeli i metode poslovnog odlucivanja,2006

Kada smo sastavili tablicu, mozemo postaviti matematicki model problema. Za to
moramo odrediti problemska ogranic¢enja. U nasem zadatku moramo kupiti x, jedinica

artikla A i x, jedinica artikla B, pri ¢emu dobivamo x; + 3x, jedinica ugljikohidrata,

17



medutim, treba voditi raCuna da koli¢ina ugljikohidrata ne smije biti manja od 8 jedinica.

To mozemo matematicki prikazati u obliku:
X1 +3x, =8

Istu stvar kao sa ugljikohidratima imamo i sa vitaminima i proteinima, pa tako vrijedi da
kupnjom dobivamo 3x; + 4x, jedinica vitamina, pri ¢emu moramo voditi raCuna da

imamo najmanje 19 jedinica vitamina, §to matematicki zapisujemo nejednadzbom:
3x; + 4x, > 19

te 3x; + x, jedinica proteina kojih ne smije biti manje od 7 jedinica, za $to imamo

matematicki izraz:
31 +x, =27
Medu problemska ograni¢enja moramo jo$ uvrstiti i uvjet nenegativnosti:
x1=20ix,,20
jer bilo koje negativno rijeSenje varijabli x; i x, ne bi imalo smisla.

Jo§ moramo postaviti i funkciju cilja. Potrebno je kupiti x, jedinica artikla A te x, jedinica
artikla B, a pritom zelimo da nam ukupni troskovi budu najmaniji. 1z toga dobivamo

relaciju koja trazi minimalne troSkove funkcije cilja koju matematicki zapisujemo:
min f(x;,x,) = z = 50x; + 25x,

Kako smo odredili sva problemska ograni€enja imamo problem linearnog
programiranja u matematickoj formi koji kaze da treba odrediti vrijednosti nepoznanica

x; i x, koje odgovaraju nejednadzbama
x1+3x, =8
3x; + 4x, > 19
31 +x, =27
X1,%, =0
pri €emu vrijednost funkcije cilja :
min f(xq,x;) = z = 50x; + 25x,

treba biti najmanja.
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Nakon §to smo odredili matemati¢ki model, potrebno ga je rijesiti, a za njegovo
rieSavanje ¢e biti koristena graficka metoda. Potrebno je odrediti sve poluravnine koje
proizlaze iz problemskih ograni¢enja.

Uvjet nenegativnosti nam govori da se skup dopustenih rjeSenja nalazi u prvom
kvadrantu pravokutnog koordinatnog sustava. Dalje rjeSavamo linearne nejednadzbe
na nacin da najprije umjesto znaka nejednakosti u svim ograni¢enjima stavimo znak
jednakosti. Poluravnine su definirane pravcima. Za svaki pravac je potrebno odrediti
dvije to¢ke,a najjednostavniji nacin je taj da za prvu to¢ku uzmemo da je x; = 0, pa

raéunamo x,, a potom uzimamo da je x, = 0, te raunamo x;. U naSem primjeru onda

imamo:

x,+3x, =8

za x; = 0 vrijedi da je x, =2
za x, = 0 vrijedida je x; = 8

3x1 + 4x2 = 19
za x; = 0 vrijedi da je x, = "

za x, = 0 vrijedida je x; = —

3x1 + xZ = 7
za x; = 0 vrijedidajex, =7
za x, = 0 vrijedida je x; = g

Dobivene pravce (|, I, Ill) ucrtamo u koordinatni sustav kako je prikazano na slici 8.
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Slika 8 Graficki prikaz rjeSenja problema prehrane

Izvor: Brajdi¢: Matematicki modeli i metode poslovnog odlugivanja,2006

Na osnovu tih pravaca mozemo odrediti skup mogucih rieSenja (D) kojeg predstavljaju
zajednicki presjeci svih poluravnina. U ovom sluc€aju to je konveksni poliedar koji je na
slici 8 prikazan kao zasjenjeno podrucje. Poliedar je odreden sa vie stranica i vrhova
koji se obiljezavaju velikim slovima abecede. 1z dobivenog skupa mogudih rjeSenja
moramo odabrati ono optimalno, odnosno ono rjeSenje koje zadovoljava funkciju cilja.
Da bismo to napravili funkciju cilja je potrebno prikazati unutar prvog kvadranta.
Odabiremo jedan pravac koji se nalazi unutar skupa mogucih rjeSenja na nacin da se
za vrijednost zadane funkcije uzme umnozak vrijednosti pored varijabli x;i x,. U nasem

slu€aju s time dobijemo:

50x; + 25x, = f(xq,x,) =z =50-25 = 1250

kada to sredimo imamo:

50x; + 25x, = 1250

trazimo dvije to¢ke na nacin kako je i prije radeno da mozemo nacrtati pravac:
za x, = 0 vrijedi da je x, = 50

za x, = 0 vrijedi da je x; = 25

U slucaju da je pravac preblizu ishodista koordinatnog sustava dobivene vrijednosti
se pomnoze sa npr. 5 ili 10 da taj pravac udaljimo od ishodista, u suprotnome ako je

20



predaleko onda dijelima sa 5 ili 10 da ga priblizimo ishodiStu. S obzirom da je nase
rieSenje predaleko od ishodista, dobivene vrijednosti dijelimo sa 5 i sada vrijedi:

za x, = 0 vrijedida je x, = 10
zax, =0vrijedidajex; =5

Pravac ucrtavamo u koordinatni sustav i pomi¢emo ga paralelno sa samim sobom
dok se ne pozicionira u vrh poliedra koji je najblizi ishodistu koordinatnog sustava iz
razloga $to trazimo minimalnu vrijednost funkcije cilja, a dobiveni vrh poliedra,
odnosno to¢ka u kojoj pravac dodiruje poliedar je rjeSenje zadanog problema.
Koordinate tocke B (koja je u naSem slu€aju rieSenje) mozemo dobiti na dva nacina:

1) oCitavanjem iz koordinatnog sustava — da bi ovaj postupak dao to¢an rezultat

potrebno je precizno crtanje

2) racunski — rjeSenje naseg problema se nalazi na presjeku dviju poluravnina, pa
kordinate trazene to¢ke mozemo dobiti rjeSavanjem dvije jednadzbe sa dvije

nepoznanice.

3x1 +4x, =19

31 +x, =7

rieSenje tog sustava jednadzbi je x; = 1,a x, = 4.

Jos je potrebno izracunati vrijednost zadane funkcije cilja:
f(x1,x,) =z =50x; + 25x,

f(xy,x,) =z=50-1+25-4

f(x1,%x,) =z =150

Iz rjeSenja koje smo dobili moZzemo zakljuciti da za na$ obrok moramo kupiti jednu
jedinicu artikla A i 4 jedinice artikla B i za to treba izdvojiti 150 kuna. Tom koli¢inom
kupljenih artikala A i B u obroku ¢emo imati 19 jedinica vitamina i 7 jedinica proteina,
te 13 jedinica ugljikohidrata. Vitamina i proteina imamo to¢no onoliko koliko je
minimalno i trazeno, dok ugljikohidrata imamo vise (13 jedinica umjesto 8), ali to
rieSenje nam je ipak optimalno, jer da kupujemo bilo koju drugu kombinaciju, takoder
Ce rasti koli¢ina vitamina i proteina, a pritom ¢emo za tu kombinaciju morati izdvoijiti i

vie novaca (Brajdi¢,2006).
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3.2.2 Primjena graficke metode za rieSavanje problema proizvodnije

Primjer: Tvornica proizvodi proizvode A i B. Ti proizvodi su produkt obrade nekih

sirovina na strojevima S;, S, i S3. Za proizvesti jednu jedinicu proizvoda A potrebno je:
- 12 sati rada na stroju S,

- 6 sati rada na stroju S,

- 10 sati rada na stroju S;

iz Cega proizlazi da je ukupno potrebno 28 sati rada za proizvodnju jedne jedinice
proizvoda A.

Za proizvesti jednu jedinicu proizvoda B potrebno je:
- 8 sati rada na stroju S;
- 14 sati rada na stroju S,

iz Cega proizlazi da je ukupno potrebno 22 sati rada za proizvodnju jedne jedinice
proizvoda B.

Ukupni raspoloZivi kapaciteti rada strojeva su:
- 6000 sati rada na stroju S;
- 8000 sati rada na stroju S,
- 3000 sati rada na stroju S5

Postavlja se pitanje koliko jedinica proizvoda A i proizvoda B se moZe proizvesti da bi
se maksimalno iskoristili radni kapaciteti strojeva, odnosno raspolozivi sati rada

strojeva?

Od nas se trazi da odredimo maksimalnu koli¢inu proizvoda A i B koje se moze
proizvesti, da se pritom maksimalno iskoriste dani radni sati pojedinog stroja.

RjeSavanju zadatka pristupamo na isti nacin kao i kod rjeSavanja problema prehrane.

Potrebno je napraviti tablicu sa poznatim i trazenim vrijednostima, §to ¢emo kasnije

iskoristiti za zadavanje matemati¢kog modela.
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Tablica 3 Popis zadanih i trazenih vrijednosti problema proizvodnje

STROJEVI Proizvod A Proizvod B Ka pa.C|tet|
strojeva
S 12 8 6000
52 6 14 8000
Ss 10 - 3000
uku.pa n. 28 22
broj sati
koli¢ina (x
1
proizvoda ) (x2)

Izvor: Brajdi¢: Matemati¢ki modeli i metode poslovnog odlucivanja,2006

Uz pomoc¢ tablice ¢emo postaviti matemati¢ki model problema definiraju¢i problemska

ogranicenja.

Za proizvodnju x; koli¢ine artikla A i x, koli€ine artikla B potrebno je utroSiti 12x; + 8x,
sati rada na stroju S;, ali treba voditi rauna da se ne moze utrositi vise od 6000 sati

rada na stroji S;. To zapisujemo matematic¢kim izrazom:
12x; + 8x, < 6000

Za proizvodnju na stroju S, utroSiti ¢e se 6x; + 14x, sati rada, ali pri tome ne smije biti

utroSeno viSe od 8000 sati rada stroja S,. To prikazujemo nejednadzbom:
6x; + 14x, < 8000

Na stroju S; se radi samo za proizvodnju proizvoda A, pa ¢e se na njemu utroSiti 10x;
sati rada, uz uvjet da ne potroSimo viSe od 3000 sati koje imamo na raspolaganju. To
matematicki prikazujemo u obliku nejednadzbe:

10x; < 3000

Kao i u prethodnom primjeru, medu problemska ograni¢enja moramo jo$ uvrstiti i uvjet

nenegativnosti:
x1=20ix,,20

Za proizvesti x; koli€ine artikla A i x, koli€ine artikla B potrebno je utroSiti 28x; + 22x,
sati rada svih strojeva.Na raspolaganju imamo 17000 sati ukupno, a na$ zadatak je da
napravimo toliku koli€inu proizvoda A i B da maksimalno iskoristimo kapacitete rada

svih strojeva. To mozemo izraziti uz pomo¢ funkcije cilja koja se matematicki zapisuje:

max f(xq,x,) = 28x; + 22x,
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Sada imamo matematicki model koji kaze da je potrebno izracunati vrijednosti

nepoznanica x, i x, koje odgovaraju nejednadzbama:

12x; + 8x, < 6000

6x, + 14x, < 8000

10x; < 3000
X1, X2 =0
pri Eemu vrijednost funkcije cilja :
f(xq,x5) =z =28x; +22x,

treba biti najveca.

Iz uvjeta nenegativnosti vidimo da se skup mogucih rjeSenja nalazu u prvom kvadrantu
Kartezijeva koordinatnog sustava. Nadalje, problemska ograni¢enja pretvaramo u
jednadzbe i racunamo po dvije tocke za svaku jednadzbu da bi mogli nactrati pravce

koji ¢e definirati poluravnine.
12x; + 8x, = 6000
za x; = 0 vrijedi da je x, = 750

za x, = 0 vrijedi da je x; = 500

6x, + 14x, = 8000
za x, = 0 vrijedida je x, = 571

. . ' 8000
za x, = 0 vrijedida je x; = —

10x, = 3000

iz Cega vrijedi da je x; = 300

Dobivene pravce ( |, II, lll) ucrtavamo u koordinatni sustav kako je prikazano na slici 9.

24



Slika 9 Graficki prikaz rieSenja problema proizvodnje
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Izvor: Brajdi¢: Matematicki modeli i metode poslovnog odlucivanja,2006
Skup mogucih rie$enja dobijemo pomocu zajedni¢kog presjeka svih poluravnina.

Kako smo odredili skup mogucih rje$enja, u njemu je potrebno prikazati jednu
proizvoljnu funkciju cilja ¢ijom ¢emo translatacijom dobiti to¢ku konacnog rijeSenja. To

radimo na isti nacin kako je opisano i u prethodnom primjeru.
28x, 4 22x, = f(x1,x,) =z = 28-22 = 616

kada to sredimo imamo:

28x, + 22x, = 616

i raCunamo dvije tocke da bi mogli nacrtati pravac funkcije cilja:
za x, = 0 vrijedi da je x, = 28

za x, = 0 vrijedi da je x; = 22.

Dobivene toCke se nalaze preblizu ishodiSta koordinatnog sustava pa njihove

vrijednosti mnozimo sa 10 nakon ¢ega imao:
za x; = 0 vrijedi da je x, = 280

za x, = 0 vrijedi da je x; = 220.
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S obzirom da trazimo maksimalnu vrijednost funkcije, translatiramo nas$ pravac do
toCke poliedra koja je najudaljenija od ishodi$ta koordinatnog sustava, i to je tocka B.
Njene koordinate dobivamo rjeSavajuci dvije jednadzbe sa dvije nepoznanice:

12x; + 8x, = 6000

6x, + 14x, = 8000

riedenje tog sustava jednadzbi je x; = 166.6,a x, = 500.

Uz pomo¢ tocke koja predstavlja najbolje rieSenje raCunamo funkciju cilja:
Jos je potrebno izraCunati vrijednost zadane funkcije cilja:

f(x1,x;) =z =28x; + 22x,

f(x1,x,) =z =28-166.6+ 22 - 500

f(x1,x,) =z =15666.6

Iz rjeSenja koje smo dobili moZzemo zakljuciti da ¢emo najvecu iskoristivost strojeva
ostvariti ako proizvedemo 166.6 jedinica proizvoda A i 500 jedinica proizvoda B. Kako
je na raspolaganiju bilo 17000 sati rada ukupno na svim strojevima, a mi smo iskoristili
15666.6 sati, slijedi da nismo iskoristili 1334.4 sata. UvrStavanjem vrijednosti u

nejednadzbe za svaki pojedini stroj mozemo i vidjeti gdje ti sati nisu ostvareni.
Stroj S,

12x; + 8x, < 6000 slijedi 12 - 166. 6 +8-500 = 2000 + 4000 = 6000

Stroj S,

6x; + 14x, < 8000 slijedi 6 - 166.6 + 14 - 500 = 1000 + 7000 = 8000

Stroj S

10x; < 3000 slijedi 10 - 166.6 = 1666. 6

Iz ovih rjeSenja zakljuCujemo da su na stroju S; svi neiskoriSteni sati, dok su na

strojevima S; i S, maksimalno iskoridteni dodijeljeni sati.
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3.2.3 Primjena graficke metode za rjeSavanje problema transporta

Ako koristimo grafiCku metodu za rjeSavanje problema transporta, nju je moguce
primjeniti kod tri tipa zadataka. Kada imamo dva ishodista i dva odredista (2,2), tri
ishodista i dva odredista (3,2) te dva ishodista i tri odredista (2,3). U ovom radu ¢e biti
objasnjen primjer kada postoje dva ishodista i 3 odredista.

Primjer: U dva skladista I, i I, nalazi se spremljena istovrsna roba i to u sljede¢im
koli¢inama: U I; 20 jedinica, a u I, takoder 20 jedinica. Tu robu treba prebaciti u 3
prihvatna odredista 04, 0, i 03, it0: 0; 12 jedinica, 0, 12 jedinica i 05 16 jedinica. Cijena
transporta od svakog skladista do odredista iznosi: iz I; u 0; 3 nov€ane jedinice, iz I;
u 0, 6 nov€anih jedinica, iz I; u 05 2 nov€ane jedinice, iz I, u 0, 4 nov&ane jedinice, iz
I, u 0, 1 nov€ana jedinica, a iz I, u 05 5 nov€anih jedinica. Treba odrediti koliko robe
valja prevoziti iz svakog skladista u svako odrediSte na nacin da ukupna cijena
transporta bude minimalna (Brajdi¢, str.142, 2006).

Postupak rjeSavanja je isti kao i u prethodnim primjerima, te slijedom toga radimo

tablicu sa zadanim i traZzenim vrijednostima.

Tablica 4 Popis zadanih vrijednosti problema transporta

0, 0, O, ponuda
I 3 6 2 20
L 4 1 5 20
potraznja 12 12 16

Izvor: Brajdi¢: Matemati¢ki modeli i metode poslovnog odlucivanja,2006

Iz navedenih vrijednosti sastavljamo matematicki model, za koji éemo takoder napraviti
tablicu (tablica 5) kako bismo dobili na preglednosti, a iz te tablice ¢emo ujedno dobiti
i problemska ograni¢enja.

Do matemati¢kog modela ¢emo doci na sljedeci nadin:

iz prvog ili drugog ishodista (biramo proizvoljno) $aljemo odredenu koli€inu robe x; i x,
u bilo koja dva odredista. Do preostalih potreba odredista éemo doéi uzimajuci u obzir
potrebe za isporukom tog odredista, te ve¢ isporucene robe x; i x,. U tablici to éemo
napraviti tako da u jednom retku u bilo koja dva polja stavimo nepoznate koli€ine
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x; i x5, @ ostala polja popunjavamo u ovisnosti 0 x; i x, te trazenim koli¢inama za
dostavu. Ako nepoznanice x; i x, upiSemo u prva dva polja prvog retka, trece polje
¢emo dobiti tako da od ponude ishodista I, (koja iznosi 20 jedinica) oduzme roba koja
je ve¢ dostavljena, pa imamo 20 — x; — x,. Prvo polje drugog retka ¢emo dobiti ako
potraznju odrediSta 0, umanjimo za ve¢ dostavljenu koli¢inu robe, §to iznosi 12 — x,,
na isti nac¢in popunjavamo i preostala dva polja drugog retka, tako da za drugo polje
takoder imamo 12 — x,, dok za trece polje vrijedi x; + x, — 4.

Tablica 5 Popis trazenih vrijednosti problema transporta

X, X5 20 —x; — x5 20
12 — x, 12 — x, xX;+x,—4 20
12 12 16

Izvor: Brajdi¢: Matematicki modeli i metode poslovnog odlucivanja,2006

Kao &to je vec re€eno, u tablicu smo zapisali problemska ograni¢enja koja sredujemo

na sliedeci nacin:

20 — x; —x, = 0 iz Cega slijedi x; + x, < 20

12 — x; = 0 iz Cega slijedi x; < 12

12 — x, > 0 iz Cega slijedi x, < 12

X1+ x, —4 = 0iz Cega slijedi x; + x, = 4.

Kao i do sada uvodimo i uvjet nenegativnosti x; ,x, = 0.

Zadatkom se traze minimalni troskovi transporta, pa ¢emo prema tome postaviti
funkciju cilja koju zapisujemo kao umnozak cijene transporta i odgovarajuce koli¢ine

robe za svako odrediste:
min f(x;,x,) = 3x; + 6x, +2(20 —x; —x3) +4(12 —x1) + (12 — x3) + 5(x; + x, — 4)
min f(x;, x,) = minz = 2x; + 8x, + 80

Sada imamo matematicki model koji kaze da je potrebno izracunati vrijednosti

nepoznanica x, i x, koje odgovaraju nejednadzbama:

x1+x2S20
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X1 +x, =4
X1, X2 =0
pri Eemu vrijednost funkcije cilja :
f(x1,x3) =z =80+ 2x; + 8x,
treba biti najmanja.

Iz uvjeta nenegativnosti vidimo da se skup mogucih rjeSenja nalazu u prvom kvadrantu
Kartezijeva koordinatnog sustava. Nadalje, problemska ograni¢enja pretvaramo u
jednadzbe i racunamo po dvije tocke za svaku jednadzbu da bi mogli nactrati pravce

koji ¢e definirati poluravnine.
x1 + xZ = 20
za x, = 0 vrijedi da je x, = 20

za x, = 0 vrijedi da je x; = 20

x1 == 12
xZ == 12
x1 + xZ == 4

zax, =0 vrijedidajex, =4

za x, = 0 vrijedida je x; =4

Dobivene pravce ( I, II, 1ll, V) ucrtavamo u koordinatni sustav kako je prikazano na

slici 10.
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Slika 10 Graficki prikaz rjeSenja problema transporta
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Izvor: Brajdi¢: Matemati¢ki modeli i metode poslovnog odlucivanja,2006

Sada odredujemo jednu proizvoljnu funkciju cilja koju éemo translatirati do tocke

rieSenja zadanog problema:

2x1 +8x, = f(x,x,) =2=2-8=16

kada to sredimo imamo:

2x1 + 8x, = 16

i raCunamo dvije tocke da bi mogli nacrtati pravac funkcije cilja:
za x,; = 0 vrijedida je x, = 2

za x, = 0 vrijedi da je x; = 8.

Kako se zadatkom trazi minimalna vrijednost, funkciju translatiramo da tocke najblize

ishodistu koordinatnog sustava, i u ovom nasem slucaju to je to¢ka F sa koordinatama
x; = 4 ix, = 0. Dobivene vrijednosti uvr§tavamo u funkciju cilja pa imamo:

f(x1,x;) =z =80+ 2x; + 8x,
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flxy,x,)=2z=80+2-4+8-0
f(x1,x;) =z =88

Dobivene vrijednosti x; = 4 i x, = 0 takoder uvrStavamo i u tablicu 5 da bi prikazali

koli€¢inu robe koja se prebacuje iz pojedinog ishodista u odredista, iz c¢ega dobivamo:
x, =4

x, =0

20—x;, —x, =20—4—-0=16

12—x,=12—-4=8

12 —x,=12-0=12

X1+x,—4=4+0—-4=0

Na osnovu dobivenih vrijednosti moZzemo obrazloziti rijeSenje, pa vrijedi da ¢e
minimalni troSkovi ukupnog transporta iznositi 88 nov€anih jedinica pri ¢emu ¢e se
prevesti 4 jedinice robe iz I; u 04, 16 jedinica robe iz I; u 05, 8 jedinica robe iz I, u 0,
i 12 jedinica robe iz I, u 0,. S obzirom da dvije dobivene vrijednosti koje su jednake
nuli, zakljuéujemo da se iz ishodista I; neée transportirati roba u odrediste 0,, kao ni
iz I, u 05 (Brajdi¢,2006).
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4. ZAKLJUCAK

Poslovno proizvodni procesi u velikom broju organizacija sve viSe teze postizanju §to
bolje iskoridtenosti ograni€enih resursa uz ostvarivanje Zeljenih rezultata. Jedan od
nacina za to, kako je i prikazano u ovom zavr§nom radu, jest koristenje postupaka i
metoda linearnog programiranja kojima se dobiva optimalno rjeSenje, odnosno

minimiziranjem ili maksimiziranjem odredene funkcije.

Upotreba linearnog programiranja proteze se jo$ od starih Egipcana koji su mjerili
volumene nekih poliedara kao $to su krnje piramide, a zamah je dobila u 20. stolje¢u
kad se tom metodom rjeSavao problem planiranja proizvodnje. Danas se, pak, linearno
programiranje koristi u gotovo svim podrucjima ljudske djelatnosti, a njegova primjena

na podrucjima prehrane, transporta i proizvodnje obradena je u ovom zavrSnom radu.

Postoji mnogo metoda linearnog programiranja, a za rieSavanje odredenog problema
uzima se ona koju je u datom trenutku najjednostavnije primijeniti. Kao najbolja od njih
istice se simpleks metoda buduci da se njenom upotrebom moze dobiti optimalno
rieSenje za svaki problem linearnog programiranja, ako ono postoji, dok se, primjerice
graficka metoda moze koristiti onda kad postoje maksimalno dvije varijable, ali njezina

prednost jest §to se njome moze puno lakSe vizualizirati rieSenje pomocu grafa.

Dakle, metode i postupci linearnog programiranja imaju Siroku primjenu zato $to je
rjeSenje koje je njima dobiveno uvijek to¢no jer je dobiveno matemati¢kim postupcima,
stoga ne treba sumnjati da ¢e se linearno programiranje mnogo koristiti i u buduénosti,

posebice zato $to su resursi sve vise ograniceni te ih treba optimalno iskoristavati.
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SAZETAK

Budu¢i da linearno programiranje predstavlija problem traZzenja minimuma ili
maksimuma linearne funkcije na skupu definiranom linearnim ograni¢enjima, Sirok je
spektar podrucja u kojima se danas koriste postupci i metode linearnog programiranja.
Razlog tome jest taj Sto se pomocu ovih postupaka i metoda moze postiéi cilj koji je
zajednicki vecini poduzeca — ostvariti optimalnu potro$nju resursa uz postizanje
optimalne kvalitete proizvoda. Cilj i svrha ovog zavrSnog rada bila je ukazati na
svekoliku primjenu linearnog programiranja koja se moze ostvariti na gotovo svim
podrucjima ljudske djelatnosti, $to je i opisano u literaturi koja se proucavala prilikom
pisanja rada. No kako bi se bolje shvatila srZ rada, u prvom su dijelu najprije obradeni
osnovni pojmovi linearnog programiranja kroz sustave linearnih jednadzbi s dvije
varijable gdje je najprikladniji nacin za rjeSavanje takvog sustava prikazivanje rjeSenja
pomocu grafa sustava. Potom je, uz povijesni razvoj, prikazana i opc¢enita primjena
linearnog programiranja koja se, primjerice, na podrucju ekonomije moze ostvariti kroz
minimiziranje troskova, najbolji raspored strojeva, postizanje maksimalnog dohotka i
sl. Naposljetku, naglasak je stavljen na metode rjeSavanja problema linearnog
programiranja od kojih su najpoznatije simpleks metoda te graficka metoda cija je
primjena razradena kroz podrucja prehrane - gdje je jedan od naj¢escih problema kako
uz §to manju cijenu dobiti najbolji sastav ne€ega, proizvodnje - gdje je obraden problem
maksimalnog iskoriStavanja radnih kapaciteta strojeva) i transporta - gdje je obraden
primjer kad postoje dva ishodista i tri odredista.
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SUMMARY

Since linear programming represents problem of finding minimum or maximum of a
linear function on set defined by linear limitations, there is a wide range of areas in
which linear programming procedures and methods are used today.Reason for this is
that with these procedures and methods can be reached the common goal for the most
of the companies — achieving optimal consumption of resources with achieving optimal
quality of the product. Aim and purpose of this final paper was to point wide usage of
linear programming that can be achieved on almost all fields of human activity, what is
described in literature that was studied in process of writing this final paper.In order to
understand better the essence of this paper, first part deals with the basic concepts of
linear programming through systems of lineal equations’ with two variables, where the
best way for resolving such system is to represent the solution with system graph.Along
with the historical development, it is presented also the general application of linear
programming. For example, in the field of economics can achieve best machine
settings, maximum income and etc with minimizing the costs.Finally, methods of
resolving problems of linear programming are emphasized. The most well-known are
simplex method and graphic method whose application is developed in fields of
nutrition — where the most common problem is how to achieve the best structure of
something with the lowest possible price, production — where is processed the problem
of maximum usage of working capacity of the machines and transportation — where is

shown example when there are two starting points and three destinations.
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